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Разберем более подробно определения тригонометрических функций.
Построим окружность с центром в начале координат О(0, 0) и радиусом OA=R.
Радиус ОА называется начальным радиусом.
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Повернем начальный радиус около точки О на 40° против часовой стрелки. Начальный радиус ОА перейдет в радиус ОВ. Говорят, что угол поворота равен 40°. При повороте начального радиуса ОА по часовой стрелке на 40° он перейдет в радиус ОВ. Говорят, что угол поворота равен - 40°. В общем случае, при повороте начального радиуса против часовой стрелки угол поворота считается положительным, а при повороте по часовой стрелке - отрицательным.
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Градусная мера угла выражается числом от 0 до 180; угол поворота же может выражаться в градусах любым действительным числом.
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Пусть при повороте на угол а начальный радиус ОА переходит в радиус ОВ.
Если 0° < а < 90°, то а - угол I четверти;
если 90° < а < 180°, то а - угол II четверти;
если 180° < а < 270° , то а - угол III четверти;
если 270° < а < 360°, то а - угол IV четверти.
При прибавлении к углу целого числа оборотов получается угол той же четверти. Например,
520° -угол П четверти, так как 520° = 360°+160°, а 

90° < 160° < 180°;
740° - угол I четверги, так как 740° = 2-360°+20°, а 
0° < 20° < 90°.
Углы 0°, + 90°, ± 180°, ± 270°, ± 360° и т.д. не относятся ни к какой четверти.
Итак, пусть при повороте на угол а около точки О начальный радиус ОА переходит в радиус ОВ, тогда
синус утла а - это отношение ординаты точки В к длине радиуса;
косинус угла а - это отношение абсциссы точки В к длине радиуса;
тангенс угла а - это отношение ординаты точки В к абсциссе точки В;
котангенс угла а - это отношение абсциссы точки В к ординате точки В.
Синус и косинус угла а определены при любом а .
Тангенс угла а определен при всех а, кроме ±90°, ±270°,± 450°,...
Котангенс   угла   а   определен   при   всех   а,   кроме 0°, ±180°, ±360°,...
Область значений синуса и косинуса - [-1; 1]. Область значений тангенса и котангенса - R..
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В итоге получим формулу суммы косинусов:
_   _     а + В     а-В
cosa + cosp = 2cos
—cos
—.
Аналогично   выводятся   остальные   формулы   суммы   и разности синусов (косинусов).
Примеры: 1) Упростим сумму cos 25°+cos 95°.
псо   *     25° + 95°     25°-95°
cos25 + cos95 = 2cos
cos
=
2
2
= 2cos60°cos(-35°) = 2 • - • cos35° = cos35°
2) Упростить разность sin 70°-sin 10°.
• ™o    • mo   ^ • 70°-10°     70
sin 70° -sin 10° = 2sin
cos
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График функции у = ctg х на всей числовой прямой получается из графика функции у = ctg x на интервале (О;л) сдвигом на пn вдоль оси Ох:
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Рассмотрим    примеры    решения    тригонометрических уравнений, используя данные таблицы.
1) Решить уравнение sinx = —.
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Рассмотрим     примеры     решения    тригонометрических неравенств, используя данные таблицы.
[image: image23.jpg]V2

o
" 2 %
XE(*HCSH’I[*“/Z——]*’”(zn—I); arcsm(—%]+27m],nel;
XE€ £~n+27m;~£+27m; ,nel;
4 4
3z i
X€|——+27n,——+27n; |,nel.
4 4
e |
2) Pewnth HEpaBeHCTBO COS x+? 25
1
—[<5<1,HOST0M)/
L 1 1
x+?e 7arccosi+2/m;*arccosEHr(ZnH) ,nEZ;
x+£e(71+2ﬂn;7£+n+27m),neZ;
3 3 3
x+£e ‘£+2/rn;2—”+27m L,nez;
3 3 3
2z n
X€|——+27m;—+27n|,neL.
3 3

3) Peurnts HEpaBEHCTBO tg(3x+ %) <1

3x+%s(~-’2£+zm;a.rctgl+nnj,nEZ;

z z i
3X+—€| ~—+an—+an|,nel;
4 2 4




V2
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Справедливо следующее утверждение:
Для того, чтобы построить график функции, которая является периодической с периодом Т, достаточно построить график этой функции на отрезке длины Т, а затем получившийся график параллельно перенести вдоль оси Ох на пТ влево и вправо (и ё Z) .
Докажем, что наименьший положительный период функций у = sin х и у = cos х равен 2/г, а наименьший положительный период функций у = tg х и у = ctg x равен л.
Так как sin(x - 2л) = sin х = sin(x + 2л);
cos(x - 2л) = cos х = cos(x + 2л),   то   число   2л   является
периодом функций у = sin х и у = cos x.
Докажем, что этот период наименьший положительный.
Если Т - положительный период функции у = cos x, то cos(x + T) = cosx Vx.
Прих = 0 имеем: cos T— cos 0=1.
Наименьшее положительное Т, при котором cos Т = 1 - это Т = 2л .
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Т = 2Я77, Я € Z .
Наименьшее положительное число вида 2пп есть 2л-.
Так как tg(x - л) - tg х = tg(x + л);
ctg(x - л") = ctg х = ctg(x + л), то л- - период функций у = tg x
и _у = ctg х.
Если T - положительный период функции у = tg x, то
Если Т - положительный период функции у = sin x, то
При х = 0 имеем tg T= tg 0 = О.
Наименьшее положительное число вида лп есть л . Для функции у = ctg х доказательство аналогично.
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[image: image27.jpg]JlokaeMm NepBbie /1Ba NPaBH/Ia BBIMHCIICHHS IPOH3BOLHBIX.
1) Ecnu dynkunu /v g anddepeHunpyemMs! B TOYKE Xg, TO MX
cymma sudpdepenupyema B TouKe Xo, nputeM (f+g)' = f+g'.
A(f +8)=F (% +Ax)+ g(x, + A%) - £ (x,) — g(x,) =
= (0 + 40— £(x)) +(80x, +Ax) - g(x,)) =Af +Ag .

Afirg) A Ag
A A Ax

'

f—)f, —»g npu Ax— 0, 3HauyuT

(.fA:g)_)j,Jf

npu Ax—> 0, 10 ectb (f+g)' = f +g"
2) Ecnu dynkuun f n g iuddepenuupyemst B TOUKe Xo, TO MX
npouspenenne muddepeHUnpyemMo B TOUKeE Xo, IpHUeM (f)' = fg+/g".
A(f8) = S (x + Ax)g (x, +8x) = f(x,)g (%) =
=(/(x0) + 7 )(8(xo) +Ag) ~ £ (x,)g(x,) =
= F(x)8(x)+ 1 (%)Ag + g (X )AS + Af Ag — f(x,)8(x,) =
=Afa(x,) + [ (x,)Ag + A Ag .

AU B o) 5 )2 4 a2

N b
Ipu Ax—>0 =——> f'; = ¢g', Af - 0, nosrom;
p ag s &l y

(o) =/f'g*fe"

JlokaxkeM —cliefyloliee  yTBepkleHMe: ecnu  QyHkuus  f
nuddepenuupyemMa B TOuKe Xo, TO (yHKkuus cf (¢ — KoHcTaHTa)
mndepeHunpyema B Touke xo, npuuem (¢f) = cf'.

IMo npasuny 2: (cf)' = c'ftef = 0:ftef = cf.

TlpuBeseM MpHMEpbl  BBIYHCICHHA [POM3BOAHBIX  CIOKHBIX
ynxumii:

1) h(x) =V —2x .

DyHKIMIO /(x) MOXHO NPEJCTABHTE B BUJIE CIIOKHOM (QyHKIMH:

h(x)=g(f (), rey=fx) = x'-2x g(¥) =y .
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[image: image28.jpg]' 1
Tak kaky' =f (x) = 352, g'(y)=—~,
2y

1 2 3x*-2
T0 A'(x)= (Bx*=2)= s
\f 2\/1:3 -2x 2% -2x
2) h(x) = sin’x

h(x) = g(f(x)), rae y = flx) = sin x, g() = *.
Tak Kak y‘ =f(x)=cos x, () = 4",
TO A'(x) = 3 ' = dsin’xcos x.




[image: image29.jpg]@yuxuust y = f{x) HA3BIBAETCS HENPEPHIBHON B TOUKE Xo, €CIH
f(x)> f(x,) mpu x—x,, 10 ectb Af =f(x)-f(x,) >0 mpu
Ax=x-x,—0.

QyHKUUA Ha3bIBACTCA HEMPEPBIBHOM Ha mpomexyTke I, ecrn ona
HENpephIBHA B KAK/IOH TOUKE 3TOrO MPOMEXYTKA.

Ecnu  dynkums auddepeHunmpyeMa B TOUKE Xp, TO OHa
HenpepsIBHA B 3TOMH Touke. CBOKCTBO HeNnpepbIBHBIX QYHKLMH:

Ecnn dynxuus y = f{x) nenpepsiBHa W He oGpaiiaerca B 0 Ha
untepane (a; b), To OHa COXpaHSET MOCTOSHHBIA 3HAK HAa 3TOM
HHTEpBase.

Ha 5ToM CBOHCTBE OCHOBAH METOJl HHTEPBAIIOB — METOJ( PELLIEHHS
HEPaBEHCTB C O/IHOH NepeMeHHOI, 3yJaBuInics B 9 knacce.

@opmyrna Jlarparxka: Eciu dysxuus y = f{x) nuddepenunpyema
Ha wuHTepBane (a; b), To cymectByer Touka ¢ € (a;b), B KOTOpOH
BBITIOJIHACTCS PABEHCTBO

fe=L8=1@
—-a

HaiineM s npuMepa ypaBHEHHE KacaTelbHOH K (yHKIHH
cosx

T
= B TOUKE X, =—.
cos2x 2

i (cosx)'-cos2x —cosx-(cos2x) _ —sinx-cos2x +2c0sx-sin2x
cos® 2x cos® 2x

—sin; 42008 i
. ) sin—-cosz cosz smﬂ,"‘(‘l)*‘oﬂ
%)=\ 5 cos’ 7 G y
VpaBHeHHA KacaTeNbHOMI:

= R o)) = 041 [x _gj





[image: image30.jpg]npDHHﬂlOﬂpMpyEM noc'ram-muﬁ TpU3HAK BO3pacTaHus
(yObiBanus) ¢ynkuun Ha npumepe. Haiinem mpomexyTkn

BoO3pacTauus u youianus Gynkuun f(x) =3x* —%x‘ . Oynkuus fx)

onpezaeseHa Ha R.
(x) = 6x-6x° = 6x(1-x%) = 6x(1-x)(1+x).

Y - Y Y - /W
NGO N, W
WUwmeem: fix) Bospactaer Ha (—o0;—1]U[0;1] u yGbisaer Ha

[=1;0]U[1; +0).

IMposenem nojnHoe HCCIIe/IoBaHHE dynkumun

fx)=2x —%x‘ +3.

1) D(f) =R, TaK KaK f— MHOro4JieH.

2) f(-x)=-2x" —%x‘ +3

f(=x)# f(x) u f(-x)#—f(x), 3HaunT, QyHKIHS f HE AB/IAETCA
HH 4eTHOM, HU HEUEeTHOM.

3) /(%) = 10x*-10x" = 106 (x-1).

S(x)=0,ecux=0mmx=1.
Cocrasum Tabmiry

x (-3 0) 0 ;1) 1 (1; )
/@) + 0 - 0 +
Sfx) 7 3 N 2,5 %

max min

H306pasum cxemaTHueckH rpaduk QpyHkmmn y = fx).









[image: image31.jpg]TonsTHE CIOKHON (YHKIMH JOBOIBHO CIOXKHO /TS NOHHMAHMUA.
[TpuBeieM HECKONIBKO NPUMEPOB CIOKHBIX QyHKIMHA.

1) h(x)=32+3x-x" =g(f(x)),

e flx) = 243x—x%; g(x)=4x;
2) h(x)= sin(}x 727”J =g(f(),
rae f(x)=3x—zT”;g(x)= sinx;

3) h(x)= (cosx + tgx)" = g(f ().
rne fx) = cos x+g x; g(x) = x%
MOo3HO TaKKe paccMaTpuBath M Gosiee CIOKHbIE KOHCTPYKLHH.
Hanpumep:
1) z(x)= cos(%/xz + 2)() = h(g(f(x))) 2
rae fix) = xzf?dc;
s@=¥x;
h(x) = cos x.
2) 2(x) = {fi-2sin’ (¢ +1) = (£ (e(d())))
rae d(x) = x*+1;
e(x)=sinx;
Sy =
g(x)=1-2x;
hx)=4x.




