РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

7 КЛАСС

7.1. Пусть друзья возьмут два шарика разной величины (один большой, один маленький). Если они разного цвета, задача решена. Если они одного цвета (например, зеленые), то среди оставшихся шариков есть синий. Нужно этим шариком заменить один из выбранных  такой же величины.
7.2. Решение на рисунке:

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


7.3. Решение оформим в виде таблицы:
	
	1 шаг
	2 шаг
	3 шаг
	4 шаг
	5 шаг
	6 шаг
	7 шаг
	8 шаг

	5 л
	0
	5
	0
	4
	4
	5
	0
	5

	9 л
	9
	4
	4
	0
	9
	8
	8
	3


7.4. Ответ: 10 км. Пусть v – скорость катера, u – скорость течения, t – время, за которое катер проплывает 100 км. Тогда справедливы равенства: 
(v + u) t = 100,  (v – u) t = 80.  Вычитая из первого равенства второе, находим:

 u t = 10 км.
7.5. Ответ: 4761. Пусть исходное число равно a2, а измененное b2, тогда
a2 – 3000 + 3 = b2  или  a2 – b2 = 2997, откуда (a – b) (a + b) = 2997 = 37 * 34. Ясно, что  a + b больше, чем a – b. Из условия следует, что a и b – двузначные числа, значит, a + b меньше 200. Поэтому, a + b = 3 * 37 = 111, a – b = 27. Отсюда a = 69,  a2 = 4761.
7.6. Будем грузить мешки на автомобиль, пока их общий вес не превысит 4т. Тогда снимем последний мешок и отложим его в сторону. В следующей погрузке отложенный мешок не участвует. Так поступим 8 раз. Будет отложено 8 мешков. Общий вес перевезенного груза и отложенных мешков больше, чем 

8 * 4 = 32 (т). Значит, осталось меньше 4 т, которые можно перевезти за девятую поездку. Отложенные мешки перевезем за две оставшиеся поездки, по 4 мешка (их вес не больше 4 т) за раз.

8 КЛАСС
8.1. Ответ: 48 яиц. Три курицы снесли за 3 дня 3 яйца, следовательно, за 12 дней они снесут в 4 раза больше, то есть 12 яиц, а 12 кур за 12 дней снесут еще в 4 раза больше –  48 яиц.

8.2. См. решение задачи 7.2.

8.3. Ответ: первый школьник. Пусть первый школьник шел до школы t1 часов, а расстояние до школы S км. Тогда   
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 Для второго школьника  получаем  
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 Так как  
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 первый школьник придет в школу раньше второго.
8.4. Совместим оба треугольника на одном чертеже следующим образом:
                                                                     А

[image: image5]
                                                                                               А1
Треугольник АСА1, изображенный на рисунке, – равнобедренный (две его стороны – диагонали прямоугольников 2х1). Покажем, что он прямоугольный. Для этого достаточно проверить, что А1С 2 = АС 2 + А1А 2. Квадрат основания равен  32 + 12 = 10. Квадрат каждой из боковых сторон  равен  22 + 12 = 5, откуда следует, что треугольник – прямоугольный и равнобедренный. Его острые углы равны по 450. Но угол АСА1 и составляет искомую в задаче сумму углов.
8.5. Ответ: 9. Произведение четных чисел от 2 до 2000 делится на 9 (например, так как среди сомножителей есть 18), значит, его сумма цифр делится на 9. Сумма цифр этого вновь полученного числа также делится на 9 и т. д. Каждый раз будем получать числа, которые делятся на 9. Поэтому последним числом будет 9 (очевидно, что ноль получиться не может).
8.6. См. решение задачи 7.6.

9 КЛАСС

9.1. Ответ: 79. Из имеющихся до начала боя N (не более 400) патронов боец израсходовал  
[image: image6.wmf].
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 Это число будет целым при N = 250 (очевидно, N > 0). После боя у бойца осталось  
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  патронов.
9.2. Расположим кучки слева направо так, чтобы кучка с наименьшим количеством орехов лежала на 18 месте. Добавим по одному ореху в каждую кучку первой тройки, второй тройки и т. д., шестой тройки, то есть в каждую из первых 18 кучек. Теперь добавим по одному ореху в 18, 19 и 20-ю кучки. В результате в каждой кучке число орехов увеличится на 1, а в 18 – на 2. Таким образом, разница между числом орехов в самой большой и самой маленькой кучках уменьшится на 1, если кучка с наименьшим числом была одна. В противном случае на 18 место снова кладем кучку с наименьшим числом орехов. Повторяя эту процедуру, мы будем уменьшать разницу между наибольшим и наименьшим количеством орехов, пока она не станет равной нулю.
9.3. Ответ: 16. Пусть p% – концентрация соли в первом растворе, q% – во втором, r% – в третьем, m – масса каждого из растворов. Тогда масса первого и второго растворов после разливания третьего сосуда  стала  
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, в третьем  
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 Значит, в первом сосуде стало соли  
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 поэтому справедливы соотношения:  
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  Отсюда
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  Вычитая из первого уравнения второе, после очевидных преобразований получим  p = 16q.
9.4. Ответ: 12009, 72009, 412009, 492009, 2872009, 20092009. Обозначим через А число, которое получается после вычеркивания цифр 2009. Тогда из условия задачи получаем:  А*104 + 2009 = kA  или  2009 = А (k – 104). Значит, А является делителем числа 2009. Так как 2009 = 41* 72, его делителями будут: 1, 7, 41, 49,  287, 2009. Отсюда получаем все решения.
9.5.  Пусть АВ – произвольная прямая, проходящая через Р, ОА = а, 
ОВ = b. Проведем РМ ( ОА и обозначим длину РМ через m (см. рисунок). Так как ОР – биссектриса угла АОВ, ОМ = МР = m. Прямоугольные треугольники АОВ и АМР подобны, поэтому  
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 или, что то же самое,   
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 Величина m, а следовательно, и  
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 не зависят от того, какая прямая проводится через точку Р.
В


[image: image23]
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9.6. Ответ: 625 * 625 = 390625. Вычтем из обеих частей равенства число СУК, получим:  СУК * (СУК – 1) = БАР * 1000. Числа СУК и СУК – 1 взаимно простые, их произведение может делиться на 1000 = 23 * 53 только в том случае, когда одно из них делится на 8 (но не делится на 5), а другое – на 125 (но не делится на 2). Остается среди чисел, отличающихся на единицу от 125, 375, 625 или 875 найти кратные восьми. Таких чисел два: 376 и 624. Первое из них не подходит, так как получаем 376 * 376 = 141376. Во втором случае 625 * 625 = 390625, что и является решением.
10 КЛАСС

10.1. Ответ: длина поезда 225 м, скорость 15 м /c. За 45 секунд поезд проходит расстояние, равное длине моста и длине поезда вместе взятым, а за 15 секунд – расстояние, равное длине поезда. Следовательно, длину моста (450 м) он проходит за 30 секунд, то есть его скорость равна 450:30 = 15 м /c.  Длина поезда будет 15 * 15 = 225 м.
10.2. Ответ: например, 
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 Умножим числители и знаменатели дробей  
[image: image25.wmf]7

4

 и 
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 на 7, получим дроби  
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 и  
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 Между  28 и 35 нет чисел, являющихся квадратами натуральных чисел, поэтому умножим снова числители и знаменатели полученных дробей на какое-нибудь число – точный квадрат, например, на 4. Получим  
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  Между ними есть  
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10.3. Ответ: 4. Пусть а – неизвестный катет, с – гипотенуза. По теореме Пифагора  152 = с 2 – а 2 = (с – а) (с + а). Значит, с – а  и  с + а – делители числа  15 2, при этом  с – а < с + а. Получаем следующие пары множителей: 1 и 225, 3 и 75, 5 и 45, 9 и 25. Решая соответствующие системы уравнений, будем иметь: (a, c) = (8, 17), (35, 40), (36, 39), (112, 113).
10.4. Ответ: ортоцентр (точка пересечения высот). 


[image: image32]
                                                                   P1
Докажем, что условию задачи удовлетворяет ортоцентр. С этой целью докажем, что точка P1, в которой высота BH пересекает описанную окружность, симметрична точке Р относительно АС. В самом деле, углы P1AC и P1BC равны как вписанные углы, опирающиеся на дугу P1C. Из рассмотрения прямоугольных треугольников AKC и BHC видно, что углы P1AC и CAP равны. Следовательно, равны прямоугольные треугольники AHP1 и AHP и точки P1 и Р симметричны относительно АС. Так же доказывается, что точки, симметричные точке Р относительно АВ и ВС лежат на окружности. Случай, когда треугольник АВС – тупоугольный рассматривается аналогично.
10.5. Задача сводится, очевидно, к нахождению нечетного х, удовлетворяющего уравнению:  х + (х + 2) + (х + 4) +…+ (х + 2k – 2) = kn. По формуле суммы арифметической прогрессии левая часть равенства равна

(x + k – 1) k. Решая уравнение  (x + k – 1) k = kn относительно х, получим
x = kn – 1 – k + 1. Числа k и  kn – 1 имеют одинаковую четность, поэтому найденное х – число нечетное.

10.6. Доказательство от противного. Пусть любая пара дробей имеет совпадения лишь в конечном числе разрядов. Занумеруем числа от а1 до а11 в произвольном порядке. По предположению, для любой пары чисел аn и ak
(n ≠ k) найдется наибольший номер разряда, в котором указанные дроби совпадают; обозначим его через m (n, k) (если совпадений нет, положим  
m (n, k) = 0). Так как всевозможных пар конечное число (55 пар), среди чисел
 m (n, k)  (1 ≤ n ≤ 11,  1 ≤ k ≤ 11) найдется максимальное, обозначим его N. Теперь в разряде с номером  N + 1 совпадений быть не должно, но, так как чисел 11, а цифр 10, хотя бы для двух чисел цифры совпадут (принцип Дирихле). Противоречие.
11 КЛАСС

11.1. См. решение задачи 10.1.

11.2. См. решение задачи 9.2.

11.3. Используем неравенство:  
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11.4. Пусть  
[image: image37.wmf]AB

T

Î

 и  М – середина отрезка АВ. И пусть для определенности  
[image: image38.wmf].

MB

T

Î

 Проведем  MF || CT,  
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 тогда  TF – искомая прямая. Действительно,  STFC = SCTM, так как основание ТС у них общее, а высоты – перпендикуляры к одним и тем же параллельным прямым. Значит,
SBCFT = SBCT + STFC = SBCT + SCTM = SBCM = 
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11.5. См. решение задачи 10.6.
11.6. Ответ: 8. Докажем вначале лемму:  

Лемма. Число 
[image: image41.wmf]a

 (а – целое) рационально тогда и только тогда, когда а – квадрат целого числа.
Доказательство. Пусть  
[image: image42.wmf]q
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 – несократимая дробь,  где q – натуральное,

 p – целое неотрицательное. После возведения в квадрат получим aq 2 = p 2. Так как  p и q взаимно просты, то либо a = p = 0,  либо q = 1 (иначе простые множители, входящие в разложение q, будут также множителями p, что приводит к противоречию) и тогда а = р 2. В обратную сторону доказательство очевидно.
Переходим к решению уравнения. Запишем его в виде 
[image: image43.wmf]41
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 и покажем, что  
[image: image44.wmf]x

 и 
[image: image45.wmf]y

 представляются в форме 
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 где k и m – целые неотрицательные числа. Проведем доказательство для 
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 Имеем: 
[image: image49.wmf].
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 В правой части стоит рациональное число. Из леммы получаем, что 41y = b 2. Если  b 2 делится на 41, то и b делится на 41, то есть b = 41m  и  y = 41m 2. Отсюда 
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 Аналогично  
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 Подставляя эти значения в исходное уравнение и сокращая на 
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 получаем  k + m = 7. Последнее уравнение в целых неотрицательных числах имеет 8 решений:  
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 Отсюда получаются 8 решений исходного уравнения.
Замечание. Если лемма или аналогичное ей предложение приведено без доказательства, оценку за задачу можно не снижать, так как такие утверждения, как правило, доказываются на факультативных занятиях.
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